La Parabola

Jaime C. Bravo Febres

LA PARABOLA

“Sefior.... cuando nos equivoguemos, concédenos la v
tengamos razon.... no permitas que nos hagamos insu

oluntad de rectificar; y cuando
fribles para el préjimo”.

Marshall

En la presente entrega, describiremos una curva que como la circunferencia, es muy
importante en las matematicas y goza con mucha frecuencia de una multiplicidad de
aplicaciones.

Definicion.

Una Parabola es el conjunto de todos los puntos de un plano que son equidistantes de un
punto fijo llamado foco y de una recta fija llamada directriz

En la figura el punto F es el foco y la recta
D es la directriz, el punto V, a la mitad del
foco y la directriz (pertenece a la parabola)
se llama vértice.

La recta L paralela a la directriz intercepta a
la pardbola en los punto P y P’ los que son
simétricos, y asi ocurre con todos los
puntos de ella por esta razon la recta VF,
que pasa por el vértice y el foco es el
bisector perpendicular de PP’ y de todas las
cuerdas dibujadas de modo similar. A la
recta que pasa por los puntos V y F se le
llama eje de la parabola y se dice que la
parabola es simétrica respecto a su eje.

La ecuacion mas simple de la parabola la
conseguimos haciendo coincidir el vértice
con el origen del sistema de coordenadas
cartesianas y el eje de la pardbola con el
eje de las abscisas, de tal manera que la
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Figura 1

directriz D, tiene ecuacién x = —a; por tanto el punto R de ella tiene por coordenadas (—a, y)

Aplicando la definicion de la parabola del punto P a la directriz D y al foco F se tiene:

d(P, F) =d(P, R)

Jix-a)? +(y -0 =y(x +a)2 +(y - y)?

de donde:
(x-a)® +y? = (x +a)°

X2 —2ax +a’+y?=x*+ 2ax + a*
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Esta es la ecuacion de una parabola con el vértice en el origen y foco en (a, 0).

Como a > 0, x puede tomar cualquier valor positivo o cero, pero no valores negativos, la
gréfica se aleja por tanto indefinidamente en el primer y cuarto cuadrantes y el eje de la
parabola es el eje positivo de las abscisas. A partir de la ecuacion, resulta evidente que la
parabola es simétrica con respecto a su eje, pues se tiene que:

y=12\/§

LADO RECTO:

A la cuerda trazada por el foco y perpendicular al eje de la pardbola se le da el nombre de
lado recto. La longitud del lado recto se puede determinar mediante las coordenadas de sus

extremos. Sustituyendo “a” con “x” en la ecuacién y* = 4ax, se encuentra:
y2=4a? [0 y=z22

Por tanto los extremos son (a, —2a) y (a, 2a). Esto hace que la longitud del lado recto sea
igual a:

| L.R. = 4a

Nota:
El vértice y el foco son suficientes para hacer un esbozo de la parabola

Si tenemos el foco de la parabola a la izquierda del origen, se escoge a < 0, por tanto el foco
se representa con F(a, 0), y la directriz con x = —a. (ver la figura). Por consiguiente
considerando el punto P(-x, y) se tiene:

Fs

Y
P= ('X! y)

R@ y)

(-&4;2a

(-a-,°0) |

Di: x=a

Figura 2
Aplicando la definicion de la parabola del punto P a la directriz D, y al foco F se tiene:

d(P, F) =d(P, R)
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Jx+a2 +(y -0 =y@+x)?2 +(y -y)?

de donde:
@-x)%+y? =(x +a)?

a’-2ax + x> +y? = x>+ 2ax + a*

Esta es la ecuacion de una parabola con el vértice en el origen y foco en (—a, 0). En esta
dltima expresion como a < 0, la variable x sélo puede tomar valores negativos para que la
expresion Gltima y? = 4ax, tenga sentido.

En resumen podemos afirmar: “La ecuacion de una parabola con vértice en el origen y foco
en (a, 0) es:y? =4ax. La parabola se abre hacia la derecha si: a > 0 y se abre hacia la
izquierda sia < 0.

Si ahora hacemos coincidir el vértice de la parabola con el origen del sistema de
coordenadas cartesianas y el eje de la pardbola con el eje de las ordenadas, de tal manera
qgue la directriz D, tiene ecuacion y = —a; por lo tanto el punto R de ella tiene por
coordenadas (x, —a).

Y
P(x.y)
F(0;a)
(=2a,a) (2a;a)
a
\/ X
a
D:y=-a R (x, - a)

En la figura se tiene que la distancia del punto P a la directriz D, es igual a la distancia al
foco F, por tanto:

d(P, F) =d(P, R)
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Jx -0 +(y —a)2 =(x - x)2 +(y +a)?

de donde:
x?+(y-a)® =(y +a)’

X2 +y?—2ay +a’=y’+ 2ay + a’

x? = 4ay

como observamos en este caso la parabola se abre hacia arriba y es simétrica al eje de
ordenadas, puesto que a > 0; entonces los Unicos valores que puede tomar “y” son valores
positivos incluyendo el cero.

En el Ultimo caso se tiene cuando la directriz tiene por ecuacion D:y = a; la pardbola se
abre hacia abajo siendo paralelo su eje al eje de las ordenadas, siendo R (X, a), tal como
vemos en la figura siguiente:

D:y=a (0, a) R (x, @)

P(x, -y)

En la figura observamos que la distancia del punto P a la directriz D, es:

d(P, F) =d(P, R)

J0-%2 +(ma+y)? =y(x-x)? +(@+y)?

de donde:
xZ +(y —a)? =(y +a)”

X*+y*-2ay+a’=y’ +2ay+a’

x? = 4ay
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puesto que “@” es negativa, entonces la Unica posibilidad de “y”, es ser negativa para que la
expresion x? = 4ay tenga sentido.

Esto nos permite concluir en la siguiente afirmacion:

La ecuacién de una parédbola con vértice en el origen y foco (0, a) es: x2 =4ay La parabola
se abre hacia arriba si “a > 0" y se abre hacia abajo si“a<0".

Resumen
Posicion | Se abre hacia la | Ecuacion valor de
horizontal derecha y? = dax a>0;x>0
horizontal izquierda y? = dax a<0;x<0
vertical arriba X2 = day a>0;y>0
Vertical abajo X2 = day a<0;y<0
Ejemplo 1:

Escribase la ecuacion de la parabola con vértice en el origen y foco en (0, 4)

Solucién

Aqui aplicamos la ecuacion x“ = 4ay . La distancia del vértice al foco es 4, y por tanto, a =
4. Sustituyendo este valor con a, se obtiene:

2

X* = 4(4)y = x°=16y

Ejemplo 2:
Halle la ecuacion de una parébola tiene vértice en el origen, su eje a lo largo del eje X y
pasa por el punto (-3, 6).

Solucién

La ecuacion de la pardbola es de la forma y* = 4ax. Para determinar el valor de 4a, se
sustituyen las coordenadas del punto dado en esta ecuacion. Asi se obtiene:
36 =4a(-3) = 4da=-12

La ecuacion requerida es: y> = —12x. El foco esta en (-3, 0) y el punto dado es el extremo
superior del lado recto.

Ejemplo 3:
Hallar la ecuacion de la directriz y la longitud del “latus rectum” (lado recto) de la parabola,
3y? = 8x.

Solucién

La ecuacion de la parabola la podemos expresar del modo siguiente: y* = 8/3 x. De donde
se deduce que: 4a :% de donde: a= % El foco esta dado pues por el punto de coordenadas

(2/3, 0) y la ecuacion de la directriz es: x = -2/3.

Para hallar la longitud del lado recto se calcula el valor de “y” para x = 2/3. Si x = 2/3 se
tiene y = 4/2 con lo cual la longitud del lado recto es 2(4/3) = 8/3.
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Ejemplo 4
La ecuacion de una parabola esta dada por: x> = — 6y. Halle las coordenadas del foco, la
ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto.

Solucién

La ecuacion es de la forma x? = ay, donde a es negativa. Por ello el foco esta sobre el eje Y
negativo, y la parabola se abre hacia abajo. A partir de la ecuacion 4a = -6, hallamos a =
-3/2. Por tanto, las coordenadas del foco son (0, —3/2); y la directriz es: y = 3/2. La longitud
del lado recto es el valor absoluto de 4a y en este caso, es 6. El lado recto se extiende 6
unidades hacia la izquierda del foco y 3 unidades hacia la derecha

“Y
Q (0, 0) R
X
(-3, -3/2) (3, 3/2)
F(O, -3/2)

PROBLEMAS PROPUESTOS

Solo hay un bien: el conocimiento. Sélo hay un mal: la ignorancia”.
Socrates
Encuentre el foco y la directriz de las siguientes parabolas.

1. y* = 8x
2. X = -
3.y +2x=0
4. y*-24x=0

Encuentre en cada caso la ecuacién de la parabola con vértice en el origen y con:

Foco en (0, 2)

Foco en (4, 0)

Directriz: x =5

Directriz: y = - 2.

Encuentre la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen, si el foco esté sobre el eje
Y, y la parabola pasa por el punto P (2, 3).

© o N> O

10. Encuentre la ecuacion de la parabola con vértice en el origen, que abre hacia abajo y su
lado recto mide 12.

En los ejercicios siguientes encuentre las coordenadas del foco, la longitud del lado recto y
las coordenadas de sus extremos para cada una de las pardbolas dadas, ademas halle la
ecuacion de la directriz de cada parabola.

11. y* = 4x

12. y* = -16x
13. x* = 10y
14.y*+3x =0

15.3x* - 20y =0
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PARABOLA CON VERTICE EN (h, k).

Ahora consideramos una parabola cuyo eje es paralelo a uno de los ejes coordenados (sin
estar sobre él) y su vértice se halla en (h, k); por tanto se presentan los casos siguientes:

a) Eje paralelo al eje X.
Siendo la parébola de vértice (h, k), y eje paralelo al eje X, el foco esta situado en F(h +

a, k). Como la distancia del vértice al foco es “a” usando la traslacién de ejes se obtiene en
seguida la ecuacion:

y'? = 4ax’

la que esta en funcién de los nuevos ejes coordenados. Para escribir la ecuacion de la
parabola con respecto a los ejes coordenados originales, usamos las formulas de traslacion:

Xx=x+h ; y=y+Kk
obteniendo de este modo:
(y -k)? =4a(x - h)

la misma que tiene sentido, solo cuan-doa >0 y (x — h) > 0; dando como resultado que la
parabola se abre hacia la derecha. Tal como se observa en la figura siguiente:

X AY'
%
F(h+a, K) .
kK O\M, K X
0|, 0 |n X

Para a < 0, el factor (x — h) debe ser menor o igual a cero y por tanto, la paradbola se abrira
hacia la izquierda. El eje de la parabola est4 sobre la recta y -k = 0. La longitud del lado
recto es igual al valor absoluto de “4a”

Se puede hacer un analisis similar, si el eje de una pardbola es paralelo al eje Y, en
consecuencia, tenemos las siguientes afirmaciones:

Teorema 1:
La ecuacion de una parabola de eje paralelo al eje X, con vértice en (h, k) y foco F(h+a, k)
es:

(y -k)? = 4a(x - h)

En vista que: (y -k)? =4a(x -h) =20
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Los signos de “a” y “x — h” son siempre iguales. Por consiguiente: La pardbola se abre hacia
la derecha, sia>0 y x =h;y se abre hacia la izquierdasi a<0 y x<h.

Observacion:

Los elementos de la parabola de ecuacién: (y - k)? = 4a(x - h); son:

Vértice: V(h, k)

Foco: F(h + a, k)

Directriz L: x=h-a

Eje de la pardbola: y = k

Longitud del lado recto: LR =] 4a |

Extremos del lado recto: (h+a, k £ 2a)

Longitud del radio focal: Si P(x; , y1) €s un punto de la parabola, entonces la longitud del
radio focal del punto P es:

No oasMwdE

rp =|FP =[x -h+a]

Radio focal (FP): Es el segmento que une el foco con cualquier punto de la parabola. Se le
conoce también con el nombre de radio vector.

Teorema 2:
La ecuacion de una pardbola de eje paralelo al eje Y con vértice en (h, k) y foco en (h, k +
a) es:

(x -h)? = 4a(y -k)

La parabola se abre hacia arriba si: a >0 e y =k aqui el vértice V se llama punto minimo
de la parabola; y se abre hacia abajo si: a<0 e y <k en este caso el vértice V se llama
punto maximo de la parébola.

Observacion:

Los elementos de la parabola de ecuacién (x - h)? = 4a(y - k) ; son:

Veértice: V(h, k)

Foco: F(h, k +a)

Directriz L:y=k -a

Eje de la pardbola: x = h

Longitud del lado recto: LR =] 4a |

Extremos del lado recto: (h+2a, k+ a)

Longitud del radio focal: Si P(x; , y1) €s un punto de la parabola, entonces la longitud del
radio focal (radio vector) del punto P es:

No o sMwdE

r, =|FP|=|y, -k +a]
Observaciones:

1. Se dice que las ecuaciones dada por el teorema estan en la forma usual o forma estandar
o forma ordinaria de la parabola.

2. Para esbozar el grafico de una parabola son suficientes conocer las coordenadas del
vértice y los extremos del lado recto. naturalmente si se determinan algunos otros puntos,
sera mayor la precision.
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ECUACION GENERAL DE LA PARABOLA.

Nétese que cada una de las ecuaciones anteriores es cuadratica en una variable y lineal en
la otra variable. Este hecho nos permite expresar dichas ecuaciones de manera mas
elocuente, si se efectlian los cuadrados indicados y se trasponen términos para obtener las
formas generales de la parabola.

Asi tenemos: (y - k)?> = 4p(x — h) es una parabola de eje horizontal y que la ecuacién: (x -
h)? = 4p(y -k) es una parabola de eje vertical. Si desarrollamos ambas ecuaciones se tiene:

y? — 4px - 2ky + (k* + 4ph) = 0
x? = 2hx — 4py + (h* + 4pk) = 0

y observamos que cada uno contiene un término de segundo grado, ya sea en y? 0 x° Es
decir que cada ecuacion se puede reducir a la forma cuadrética:

y’+Dx+Ey+F=0

x?+Dx+Ey+F=0

Ecuaciones que se denominan ecuaciones generales de la parabola.
Ahora Inversamente, analicemos la ecuacion:

y'+Dx+Ey+F=0 (1)
Completando cuadrados para pasarla a la forma ordinaria se tiene:

2 2
) E E
+Ey+— = -Dx-F +—
yo+Ey+— 2

E.o E2 -4F
+-)" =DxXx-———=); D#0
v+3) ( D

Vemos que si D # 0, la ecuacion (1) representa una parabola cuyo eje es horizontal.

Si D = 0, podemos escribir la ecuacion (1) en la forma:

E., E2-4F
+ ) ="
(y 2) 2

ecuacion que representa:
» Dos recta paralelas al eje X, si: E>—4F >0
= Una recta paralela al eje X, si: E*-4F =0

= Un conjunto vacio, si: E? - 4F < 0.

A una conclusion similar se llega para la parabola de la forma: x* + Dx + Ey + F = 0.

Combinando estos resultados tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 3:
Una ecuacién de segundo grado, que carece de término en “xy”, puede escribirse de la
forma:

y>+Dx+Ey+F=0 2

0 bien
xX*+Dx+Ey+F=0 (3)

y representan:
1) En la ecuacién de segundo grado:
y’+Dx+Ey+F=0

= SiD #0, representa una parabola de eje paralelo al eje X.

= SiD =0, representa dos rectas paralelas al eje X, a una recta paralela al eje X, o el
conjunto vacio, segin que las raices de la ecuacién y> + Ey + F = 0 sean reales y
diferentes, reales iguales o complejas.

2) En la ecuacion de segundo grado:
xX*+Dx+Ey+F=0

*» SiE #0, representa una parabola de eje paralelo al eje Y.

= Si E =0, representa dos rectas paralelas al eje Y, a una recta paralela al eje Y, o el
conjunto vacio, segin que las raices de la ecuacion x* + Dx + F = 0 sean reales y
diferentes, reales iguales o complejas.

Ejemplos
1. Encontrar la ecuacién de la pardbola cuyo vértice esta en (5, —2) y su foco en (5, —-4).

Solucién

Como el foco esta debajo del vértice, la pardbola es vertical y se abre hacia abajo, la
distancia del vértice al foco es p =2, y por lo tanto su ecuacion es:

(x-5)% = -4(2)(y - (-2))
Es decir:  (x-5)% = -8(y + 2)

si queremos obtener la forma general, desarrollamos el binomio y efectuamos las
reducciones necesarias y se obtiene:
x> —10x+8y +41=0

2. Encontrar los elementos de la parabola cuya ecuacion es: —y? + 12x + 10y -61 =0
y esbozar el grafico.

Solucién

A

Como la variable que esta “al cuadrado” es “y”, la directriz de la parabola es horizontal.
Pasamos todos los términos en “y” de un lado de la ecuacion y los demas del otro lado.

10
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y?—10y = 12x - 61

en el primer miembro completamos el trinomio cuadrado perfecto y sumamos el mismo
término del otro lado de la ecuacién para no alterar la igualdad

y? =10y + 25 = 12x — 61 + 25

es decir:
(y—-5)2=12(x -3)

El vértice es V(3, 5); la distancia del vértice al foco es p = 12/4 = 3, la parabola se abre
hacia la derecha, asi que el foco es F(3 + 3, 5) = F(6, 5). La directriz es larecta, L: x =3
-3=0.

v

b h

F(6,5

0[(0,0) | 3 &

LA PARABOLA QUE PASA POR TRES PUNTOS.
Vimos ya que tres puntos determinan una circunferencia. Para el caso de la parabola, en
general se necesitan mas puntos, pero si tenemos como dato adicional que el eje de la
parabola es paralelo a uno de los ejes cartesianos, entonces si bastan tres puntos no
alineados para determinarla. Esto se debe a que la ecuacién general de una parabola con
eje horizontal es de la forma:

y?+Dx+Ey+F=0
y la de una parabola con eje vertical es de la forma:

x?+Dx+Ey+F=0
vemos que en ambos caso necesitamos determinar tres coeficientes D, E y F. Si conocemos
tres puntos no alineados y sustituimos sus coordenadas en la ecuacion de la parabola,
obtenemos tres ecuaciones lineales con tres variables que podemos resolver siempre que
los puntos no estén alineados.

Ejemplo 1.

Encontrar la ecuacion de la parabola con eje paralelo al eje X y que pasa por
(3/4, 9); (-5/4, 1) ; (0, 11)

Solucién

11
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Como el eje de la pardbola es paralelo al eje X, entonces la ecuacion general de la parabola
tiene la forma:

y’+Dx+Ey+F=0

como los tres puntos pertenecen a la pardbola, sus coordenadas satisfacen la ecuacion
anterior. Al sustituir estos valores obtenemos:

81+%D+9E+F:0
1- 2D+ E+F=0
4

121 + 11E+ F =0
Al resolver el sistema nos da:

D=16 ; E=-14 ; F=33
gue la sustituir los valores en la ecuacion se obtiene:

y’+16x - 14y +33=0

Ejemplo 2
Una parabola cuyo eje es paralelo al eje Y, pasa por los puntos (1, 1); (2, 2) y (-1, 5).
Encuentre su ecuacion.

Solucién

Como el eje de la parabola es paralelo al eje Y, la ecuacion debe ser cuadratica en “X” y
lineal en “y". Por ello se comienza con la forma general:

x*+Dx+Ey+F=0

Las coordenadas de cada uno de los puntos dados debe satisfacer esta ecuacion.
Sustituyendo las coordenadas de cada punto, uno por uno se obtiene el sistema de
ecuaciones:

1°+ D+ E+F=0

2°+2D+2E+F=0

(-1)’- D+5E+F=0

Resolviendo el sistema simultaneo de ecuaciones que forma se tiene:

D=-2;E=-1;F=2.
Luego la ecuacion de la parabola es:

XX=2x-y+2=0

Ejemplo 3:
Una parabola de eje horizontal pasa por los puntos A(6, 4); B(0, —2) y C(6, —4). Hallar las

ecuaciones de la parabola y de su cuerda focal paralela a la recta: 5x + 3y =2 =0.
Solucién

12
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La ecuacion de la parabola es de la forma:
y>+Dx+Ey+F=0 *)

Como los tres puntos dados estan sobre la pardbola, sus coordenadas satisfacen la
ecuacion (*) . Por tanto tenemos:

(6,4)0P = 16+6D+4E+F=0
(6,-4) 0P = 16+6D-4E+F =0
(0,-2)0P = 4- 2E +F=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultaneas, se obtiene:
E=0; F=-4,;D=-2
Sustituyendo éstos valores en (*), la ecuacion de la parabola es:
Y -2x-4=0 6 y'=2(x+2)
Enestecaso:h=-2;k=0;a=1/2.
Luego: F(-3/2, 0)
La cuerda focal paralela a la recta: 5x + 3y -2 =0, es:

Ll:y—Oz—g(x+g) 6  10x+6y+15=0

Ejemplo 4:

Hallar la ecuacion de la parédbola, de foco F(3, 2) y de directriz: y + 2 = 0. Ademas calcular la
longitud del radio focal del punto P(1, 1/2).

Solucion

Como el eje de la pardbola es vertical, la ecuacion de la parabola es de la forma:
(x - h)* = 4p(y - k)
Para nuestro caso se tiene: a = 2; h = 3; k = 0. Luego la ecuacion pedida es:
(x-3°=8y 6 x*-6y-8y/+9=0

La longitud del radio focal del punto P(1, 1/2) , es:

PF|=]y, -k + p|:‘%—0+2 >

N

Ejemplo 5:

Un arco parabdlico tiene 18 m. de altura y 24 m. de ancho. Si la parte superior del arco es el
vértice de la pardbola, ¢A qué altura sobre la base tiene la pardbola un ancho de 16 metros?
Solucion

Sea V = (0, 18) el vértice de la pardbola con eje Y.
Luego la ecuacion de la parabola es: (x — 0)? = 4a(y — 18)

13
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El punto (12, 0) se halla en la parabola y sustituyendo las coordenadas en la ecuacion,
calculamos a:
12°=4a(0,18) = a=-2

Como la parédbola es simétrica, la altura buscada es la ordenada del punto (8, y) de la
parabola. Entonces:

8% = -8(y -18)

de donde: y = 10. Gréficamente:

R4
vl (0,18)
(s, y)ﬂm\ ®.)
Y
x »
/ \ X

Ejemplo 6:

El agua que fluye de un grifo horizontal que esta a 25m del piso describe una curva
parabdlica con vértice en el grifo. Si a 21 m del piso, el flujo del agua se ha alejado 10 m de
la recta vertical que pasa por el grifo, ¢a qué distancia de esta recta vertical tocara el agua el
suelo?.

Solucién

hacemos el siguiente bosquejo con los datos del problema:
AY

T
P(10, 21)

10 m

21m

\ 4

Sea V = (0, 25) el vértice de la pardbola la ecuacion de la parabola es:
(x - 0)*> = 4a(y - 25) (1)
Puesto que el punto P(10, 21) se encuentra en la pardbola se cumple que:

10°=4a(21-25) 6 a=- 2>

sustituyendo en (1) se tiene:

14



La Parabola Jaime C. Bravo Febres

Xt =4(- 22)(y - 25)
x? = =25(y - 25) (2)

para calcular la distancia “d” basta sustituir las coordenadas del punto (d, 0) en la ecuacién

(2)
d®>=-25(0-25) = d==25.
Lo que nos indica que el agua tocara el suelo a 25m de la recta vertical.
Ejemplo 7:
Un espejo parabdlico tiene una profundidad de 12cm en el centro y un diametro en la parte

superior de 32cm. Hallar la distancia del vértice al foco.

Solucién

O
Los ejes coordenados se eligen de modo que la parabola tenga su vértice en el origen y su
eje a lo largo del eje Y; ademas, se abre hacia arriba. Por lo tanto, la ecuacion de la
parabola es de la forma:

X2 = 4py

donde “p” centimetros es la distancia del vértice al foco. Como el punto (16, 12) esta en la
parabola, sus coordenadas han de satisfacer la ecuacion y se tiene asi:

16% = 4p(12)
p =16/3
por lo tanto la distancia del vértice al foco es 16/3 cm.
Ejemplo 8:
Hallar la longitud del radio vector (radio focal) del punto de la parabola: x* + 4x + 2y — 3 = 0,

cuya abscisa es 1.

Solucion
La forma ordinaria de la ecuacion de la parabola dada es:

P: (x+2)? = —2(y—%) , de donde:
h=-2;k=7/2;p=-1/2

Si: Pl(l,yl) O ]P:>1+4+2y1_3:0

luego: y; = - 1.
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Reemplazando valores en la ecuacion del radio focal tenemos:

7 1
|P1F|=|yl—k+p|=‘—l———

—| =5
2 2

Ejemplo 9:
Si P(-2, -4) es el punto medio de una cuerda de la parabola: y* + 6x + 10y + 19 = 0, hallar
la ecuacioén de dicha cuerda.

Solucién

Pz(xzy yz)

Sean Pi(X; , X2) Y Pa(Xz2 , Y2) los extremos de la cuerda. Si P(-2, —4) biseca al segmento
entonces:

X1 +X

¥:—22X1+X2:—4
+

—ylzyz =-4=y; +ty, =-8

P]_(X]_, y]_) 0P
= yZ +6x; +10y; +19=0
Pg(Xg s y2) 0P;
= y3 +6x, +10y, +19=0
Restando ambas ecuaciones miembro a miembro se tiene:
(y2 = y5) +6(x; = X) +10(y; ~y) = 0

de donde: (y; +Yy2)(y1 —y2)+6(xy —Xx3)+10(yp —y2) =0
Como y; + Yy, = — 8. Entonces:
—8(y1 —¥2) +6(x — X2) +10(y; = y2) =0

6(x1 — x2) = —10(y1 — Y2) -

Por tanto la ecuacion de la cuerdaes: L:y+4=-3(x+2) = L:3x+y+10=0
Ejemplo 10

Cual es el valor de m # 0, para que las coordenadas del foco de la parabola de ecuacion:
x? + 4x — 4my - 8 = 0 sumen cero.
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Solucién

Reduciendo la ecuacion de la parabola a su forma ordinaria resulta:

(x+2)2 = am(y + )

m

dedonde:h=-2;k=-3/m;p=m
Dado que:
F(h, k + a); segun el problema: h+k+a=0 = -2 - %+ m=0
de donde: m*-2m-3=0 « m=3 6 m=-1.
Ejemplo 11
Una pelota describe una curva parabdlica alrededor de un punto F, siendo éste el foco de la
parabola. Cuando la pelota estd a 10m de F, el segmento de recta de F a la pelota hace un
angulo de 60° con el eje de la parabola.
a) Hallar la ecuacion e la parabola.

b) ¢Qué tan cerca de F pasa la pelota?

Solucién

Consideremos:

V = (0, 0) el vértice de la parabola.
F=(p, 0) el foco y
L: x = —p, la directriz
Calcularemos p.
Por definicion de la parabola se tiene para el punto Q.
La distanciade QaF =dist,de Qal
10=dist.de Qal
Por otra parte de la figura se tiene:
distQaL=|V-RI|+|F-V|+
+|T-F|=p+p+10cos 60°
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Luego:
10=2p+10(1/2) = p=5/2

Por tanto la ecuacion buscada es:  y? =10(x - g)

Finalmente la menor distancia de Q a F = menor distanciade QalL.=p= gm .

Ejemplo 12

Un fabricante puede tener una utilidad de 20 soles en cada articulo que fabrica, si se desean
semanalmente no mas de 80 articulos. La utilidad decrece en 20 centavos por cada articulo
gque sobrepasa de los 80. ¢, Cuantos articulos deben fabricarse a la semana para obtener la
utilidad maxima?.

Solucion

Establecemos la siguiente relacion:

N° de art. Utilidad
80 20
80+1 20-0.20
80+2 20 - (020)
80 +n 20 -0.20 (n)
Luego:

U=(80+n) (20 - 0.2 n)
U=-0.2n%+ 4n + 1600

U=- %(n2 —20n) + 1600

U= —%(n2 —20n +100) + 1600 +%

U= —%(n—m)2 + 1620

de donde: (n-10)? = -5(U - 1620)
Luego: n-10 =4/-5(U-1620)

Como la cantidad subradical debe ser cero entonces se tiene que:
n-10=0 = n=10

Por tanto, a la semana deberan fabricarse 10 articulos mas, entonces se fabricaran 10 + 80
= 90 articulos.

Ejemplo 13.

La grafica muestra la trayectoria de un proyectil, el cual describe una parabola de eje
vertical, el proyectil alcanza su maxima altura V(800, 1000) e impacta en la ladera de la
colina OBC en el punto A. Hallar la ecuacion de la trayectoria y las coordenadas del punto
de impacto, si B(1600, 1400) .

Solucién
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V(800, 1000) 5

La ecuacion de la trayectoria es de la forma:
(x — 800)? = 4p(y — 1000)

Como el origen (0, 0) pertenece a la trayectoria, entonces:
(-800)* = 4p(-1000) = p = - 160

Luego la ecuacion de la trayectoria es:
(x — 800) = -640(y — 1000) 6

x? — 1600x + 640y = 0 (1)
Por otro lado, la ecuacion del lado OB es:  y = %x (2)
De donde se obtiene: x=1040 ~y =910.
Por tanto el punto de impacto es:
A(1040, 910)
Ejemplo 14.
Es necesario encerrar un campo rectangular con una cerca de 120m de longitud. Determinar
la relacion existente entre el area “Y” del campo, cuando uno de sus lados es “X". ¢ Para qué

valor de x el area es maxima?.

Solucién

V(30, 900)

X (0] 30 60

Si“y” es el area del rectangulo entonces:
y=Lx .(L=largo; x = ancho)
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De donde: 2x + 2L =120 = L = 60 - x
Luego, el area “y” del campo rectangular cercado es:

y=(60-x)x 6 (x-30)*=-(y-900)

de donde se tiene que el valor de “X” que maximiza el area (la ordenada) es x = 30; por
tanto el area maxima es 900m?

TANGENTES A UNA PARABOLA

De la ecuacion general de la recta tan-gente de una ecuacién de 2do grado, la ecuacion de
su tangente se halla empleando el método del discriminante; se presentan los siguientes
casos:

Caso 1: Tangentes en un punto de contacto dado.

Si (X1, y1) es un punto de la parabola dada por: y* = 4px, la tangente tiene por ecuacion:

y1 ¥ = 2p(x + xq)

Si se hace y = 0, tal como se ve en la figura, se tiene el siguiente teorema:

Q
0

IE
|O

Teorema:

La recta tangente a la parabola P en punto Pi(Xy, y1) de P, corta al eje focal en un punto Q
tal que la distancia de Q al vértice es igual a la distancia del vértice al pie de la perpendicular
trazada desde el punto de contacto P,(X; , y;) al eje focal.

Observacion:

1. La ecuacion de la tangente que pasa por un punto dado y eje horizontal se halla también
mediante:

yiX=2x [y +x1.y1 =0

2. La ecuacién de la tangente que pasa por un punto dado y eje vertical se halla también
mediante:

2y  X=x ¥ +x,y; =0
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Caso 2: Tangente paralela a una direccion dada.
Teorema:
La tangente de pendiente m a la parabola P: y* = 4px, tiene la forma:

— p .
=mx+— ; m#=#0
y m
Prueba:
Sea la ecuacién de la tangente:
y=mx+Db (@)

sustituyendo en la ecuacion de la parabola se tiene:

(Mx+b)2=4px = m?»+ (2bm - 4pm)>+b?=0

Por la condicién de tangencia: A = b? — 4ac = 0 (discriminante de ecuacion de 2do grado)
(2bm — 4pm)? - 4m*b* =0

(2bm - 4pm)? = 4m?b?

4m?®b? - 16bpm? + 16p°m? = 4m?b?
= b= L
m

Luego reemplazando en (1) se tiene:
y =mx + P ;o m#0
m
Caso 3: Tangentes trazadas desde un punto exterior.
En este caso usaremos la condicion de tangencia para una curva de ecuacion cuadratica:
A=b’-4ac=0 (discriminante)

para hallar el valor de la pendiente y con ella escribir la ecuacion de la recta tangente
usando la “Ecuacion punto - pendiente” veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1:

Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto P(-3, 3) a la parabola: y* - 3x -

8y +10=0.

Solucion

Consideremos la ec. y =y, = m(X + X,)

Sustituyendo en ella el punto P(=3, 3) se tiene:

y — 3 =m( x + 3) que representa a la familia de rectas que pasan por P. de donde:
1

x=—(y-3-3m) (1)
m

sustituyendo en la ecuacion dada se tiene:

y? —i(y—3—3m)—8y+1o:o
m

21



La Parabola Jaime C. Bravo Febres

my® = 3(y - 3 -3m) - 8my + 10m =0
my® - (3 +8m)y + (9 + 19m) =0

Aplicando la condicién de tangencia a la ecuacion de 2do grado en la variable y, se tiene:
(3+8m)>-4m(9 +19m) =0

Desarrollando y reduciendo, la ecuacién: 4m? - 4m -3 =0
Se tiene las raices, que son: m; = 3/2; m, =-1/2

Reemplazando estos valores en (1) resultan las ecuaciones de las tangentes:
Li:3x-2y+15=0
Ly x+2y - 3=0

Ejemplo 2:

Hallar la ecuacion de la tangente y la normal a la parabola y? - 4x = 0, en el punto P(1, 2).
Solucion

Como la parabola es de eje horizontal usamos:
yiX=2x; Y +x; 0y =0

donde P(x,, y1) = (1, 2)

Entonces:
2(x) -2y +(1)(2)=0

2x—2y+2=0
Simplificando se obtiene la ecuacion de la tangente: x -y +1=0

La ecuaciéon de la normal (es la perpendicular a la tangente en el punto de tangencia)
hallamos tomando la inversa de la tangente con signo cambiado:

mg=1 ,; my=-1

Por lo tanto: y -2 = (-1)(x — 1).

Ecuacion delaNormal: x+y+3=0

Ejemplo 3:

Dada la parabola x* = 8y; ¢cuél es la suma de las pendientes de las rectas tangentes en los
extremos de su lado recto?.

Solucion

La parabola es simétrica con respecto al eje Y, entonces sus rectas tangentes en los
extremos de su lado recto son también simétricos con respecto al eje Y. En consecuencia la
suma de sus pendientes sera:

S=m+(-m)=0

Ejemplo 4:
Hallar la ecuacion de la tangente a la parabola x> + 4x + 12y — 8 = 0 que es paralela a la

recta: 3x + 9y -8 =0.
Solucion
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Usaremos el método del discriminante. La ecuacion de la tangente tiene la forma L: x + 3y +
k = 0; de donde:

y=- %(x + K); sustituyendo este valor en la ecuacion de parabola se tiene:
X2+ 4x + 12(- %(x+k))—8=0

X>+4x - 4(x+k) -8=0

X -4(k+2)=0

Usando: A=b?-4ac=0
0°-4(1)(-4k+2)=0 = k=-2

Por tanto la ecuacion de la tangente es: L:x+3y—-2=0

Ejemplo 5:

Se da a pardbola y* = 8x y el punto  A(6, 0). Hallar las coordenadas de los puntos de la
parabola cuya distancia al punto A sea minima.

Solucién

Es evidente que la distancia del punto de tangencia T al punto A es la minima.
Consideramos T(x4, y1) el punto de tangencia. Sl y* = 8x = p = 2. Luego la ecuacion de la

tangente es: y; 0y = 2p(X + X4)

Asi, L:yi[¥=2(2)(x + Xq)

Ax -y +4x,=0 = m= yi
1

(X1, Y

\4

L o) F A(6, 0) X

Como:
LLAT = miinar=-1
= (=
Y1 X3 -6
De donde: x; = -1, valor que sustituyen-do en la ecuacion de la parabola se tiene:
V=16 < y,=+4.

Por tanto los puntos buscados son: T(2,4) 6 T(2, —4)
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Ejemplo 6:

Un depoésito de agua tiene seccidn transversal parabdlica, cuando el nivel AB del agua
alcanza un altura de 6 m, su longitud AB mide 24m; cuando el nivel del agua desciende 4 m,
se pide calcular la longitud RT del nivel del agua.

Solucion
Consideremos la gréfica siguiente:

AY

La ecuacion de la seccién transversal es: x* = 4py.
Los extremos del nivel AB son:

A(-12, 6) y B(12, 6)

SiB(12,6) OP = (12)*= 4p(6)

de donde: p=6 = x* =24y

Ahora para T:

T, 2) 0P = x*=48 = x= 43

Por lo tanto: ST = 2x = 843

PROBLEMAS PROPUESTOS

“Los sabios son los que buscan la verdad; los necio s piensan ya haberla
encontrado”.
Marianao

16. Hallar la ecuacion de la parabola de foco el punto (6, —2) y directriz la recta x — 2 = 0.
a) yY+4y-8x+36=0
b) y’ -4y +8x—-36=0
c) y’+8y—-4x+36=0
d) y’+6y—4x+16=0
e) Ninguna Anterior

17. Hallar la ecuacién de la parabola de vértice el punto (2, 3), de eje paralelo al eje
ordenadas, y que pase por el punto (4, 5).
a) X*-4x-2y+10=0
by X +4x-2y-10=0
c) X*+8x+2y+10=0
d) xX*-8x—-4y+16=0
e) Ninguna Anterior.
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18. Hallar la ecuacion de la parabola de eje paralelo al eje de abscisas, y que pase por los
puntos (-2, 1); (1, 2) y (-1, 3).
a) 5y’ -2y +21x+20=0
b) 5y’ +2x - 21y +20=0
c) 5y’ -6y +11x+10=0
d) 4y’ -7y +12x+10=0
e) Ninguna Anterior.

19. Hallar la ecuacion general de la pardbola cuyo eje sea paralelo al eje de abscisas y que
pase por los puntos (3, 3); (6, 5) y (6, —3). Dar como respuesta el coeficiente de x.
a)l b) 2 c) -2 d) -4 e) N.A

20. Hallar la ecuacién general de una parabola de eje vertical y que pase por los puntos (4,
5); (=2, 11) y (-4, 21). Dar como respuesta el vértice de la parabola.
a) (2, 3) b) (3, 2) c) (1, 3) d) (2, 4) e) N.A.

21. Hallar la ecuacién general de la parabola de eje horizontal que pase por los puntos A(1,
2); B(5, 3) y C(11,4). Dar la suma de coeficientes
a) 2 b) -2 c)8 d) -6 e) N.A.

22. Una parébola cuyo eje es paralelo al eje de ordenadas pasa por los puntos (1, 1); (2, 2) y
(-1, 5). Hallar la longitud del lado recto.
a) 4 b) 2 c)-1 d1 e) N.A.

23. Para que valores del coeficiente angular k, la recta: y = kx + 2, corta a la parabola: y* =
4x.
a)k<1/2 b)k>1/2 c¢)k=0 d k=1/2 e) N.A

24. Para que valores del coeficiente angular k, la recta: y = kx + 2, es tangente a la parébola:
2
y© = 4x.
a)k>1/2 byk<1/2 c¢)k=1/2 d)k#1/2 e) N.A.

25. Para que valores del coeficiente angular k, la recta: y = kx + 2 pasa por fuera de la
pardbola: y* = 4x.
a)k>1/2 byk<1/2 c¢)k=1/2 d k#1/2 e) N.A.

26. Hallar los puntos de interseccion de la parabola: x> = 4y con la recta: x + y — 3 = 0. Dar
como respuesta la suma de las componentes de los puntos de interseccion.
a) -6 b) 9 c) 2 d)6 e) N.A

27. Hallar los puntos de interseccién de la parébola: y* = -9x con la recta: 3x + 4y — 12 = 0.
Dar como respuesta la suma de las componentes de los puntos de interseccion.
a) -6 b) 9 Cc) 2 d)6 e) N.A

28. Hallar los puntos de interseccion de la recta: 3x — 2y + 6 = 0, con la parabola y* = 6x. Dar
como respuesta la suma de las abscisas.
a)o b) 1 c) 12 d) -18 e) N.A

29. Encuéntrese la ecuacién del conjunto de todos los puntos en el plano coordenado que

equidistan del punto (0, p) y larectaL:y = - p.
a)x’=4py b)x*=-4y c)y?=4px dy’=4x e)N.A.
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30. Hallar la longitud del radio vector del punto de la parabola: x> + 9y = 0; cuya abscisa es
igual a —3/2.
a) 5/2 b) 3/2 c) 3/7 d1 e) N.A.

31. La ecuacion de la pardbola con vértice en el origen de coordenadas, simétrica con
respecto al eje Y, y que pasa por el punto (4, —8) es:
a)2xX*+y=24 b) x* + 2y =0 c)x*+2y=-12 d)x*-2y=0
e) 2y* -y =40

32. La longitud del segmento que une el foco de la parabola y?* = -9x con el punto de
interseccién de ésta conlarectal: 3x + 4y — 12 = 0; es:
a) 25/3 b) 25/4 C) 26/4 d) 26/3 e) N.A

33. La longitud de la cuerda que une los puntos de interseccién de la parabola: y? = 8x, con
larectal;:2x+y—-8=0es:

a) 345 b) 4.5 c) 545 d) 645 e) 75

34. Se tiene la parabola: Y = ax® + bx + ¢, que pasa por el origen de coordenadas; sabiendo
que su vertice es el punto V = (2, 3); hallara+b + ¢
a)-3/4 b) 1 c) 9/4 d-4 e) -5/4

35. Hallar las ecuaciones de la parabola si los extremos de su lado recto son los puntos Q(1,
3) Yy R(7, 3).
a) x—4)Y°=6(y-3/2) ; (x+4)*=-6(y+3/2)
b) (x—4)>=6(y-3/2) ; (x-4)°=-6(y-9/2)
c) (x+4)°=6(y+3/2) ; (x+4)°=-6(y+9/2)
d) x-4)°=3(y-32) ; (x-4)°=-3(y-9/2)
e) e) N.A.

36. Hallar la ecuacién de una parabola de directriz horizontal, foco F(2, 1) y vértice sobre la
recta3x+ 7y +1=0.
a) (x-2)?=8(y-1)
b) (x +4)* =8(y +1)
c) (x-4)?*=8(y-2)
d) (x-2)*=8(y+1)
e) N.A.

37. Si la directriz de una pardbola es L: 3x — 4y + 5 = 0 y su foco es F(6, 2); hallar la
distancia del vértice a la directriz.
a) 1/2 b) 1 c) 3/2 d) 5/2 e) N.A.

38. Hallar la ecuacion de la pardbola cuya directriz es: x = 2, y el vértice y foco estan
respectivamente, sobre las rectas, L;: 3x-2y-19=0 y Ly x+4y=0.
a) (y—-2)*=12(x - 5)
b) (y +2)°=12(x + 3)
c) (y +5)°=12(x - 2)
d) (y +2)*=12(x - 5)
e) N.A.

39. Hallar la ecuacién de una cuerda de la parabola (y + 5)? = — 6(x — 1); si su punto medio
es P(-2, -4).
a) Xx+y+10=0
b) 3x+y=10
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c) 3x-y-5=0
d 3x-y=-6
e) x-3y-10=0

40. Hallar el valor de k # 0 de manera que el lado recto, de la parabola P: x* + 4x — 2ky = 0,
mida 4 unidades.

Q261 b)-264 c)26-2 d)46-2 e)NA.

41. Hallar el valor de k # 0 de manera que las coordenadas del vértice de la parabola: y* + kx
+ 2y — 3 =0, sumen 3 unidades.
a)3 b) -2 c)1 d)5 e) N.A.

42. ;Cudl es el valor de k # 0 para que las coordenadas del foco de la parébola: x* + 4x -
4ky — 8 = 0 sumen cero?.
a)lo3 b) -163 «¢)16-3 d2063 e) N.A.

43. El vértice del &ngulo recto de un tridngulo rectangulo es el extremo L del lado recto de la
pardbola: y* = 8x. El segundo vértice del triangulo es el vértice de la parabola. ¢ Cuél es el
tercer vértice del triangulo, si se sabe que éste se encuentra sobre el eje X?.

a) (8,0) b) (10, 0) c) (-10, 0) d) (-6,0) e)N.A,

Encuentre en cada caso, la ecuacién de la recta tangente a la parabola en el punto dado.
44, 2x* - x + 12y + 22 =0; Q(36, 1)

a) x—-16y=20
b) x+ 16y =-10
c) x-8y=-14
d) 4x-3y=4

e) x—-6y—-15=0

45.x* -3y =0; Q(2, 4/3)

a) 2x -6y =20
b) x+5y=-10
c) x-8y=-4
d) 4x-3y=4

e) x—-4y-7=0

46. 3y* - 4x + 6y - 5=0; Q(10, 3)

a) x-—26y=20
b) x+ 16y =-10
c) x-8y=-14
d) 3x-5y=14

e) x—-6y+8=0

47.y*+x=0; Q(-4,2)

a) x—-16y=7
b) x+ 16y =-10
c) x-8y=-4
d) 4x-2y=-5

e) x+4y-4=0

48.y*+5x+5=0; Q(-6, 5)
a) x—-by=2
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b) x+6y=-10
C) x+2y=4
d) 4x-3y=4

e) x-6y—-15=0

49. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la parabola P: y> — 8x — 10y + 49 = 0
en los puntos P(5, 9) y Q(21, -7).¢,En qué punto se cortan estas rectas tangentes?.
a)(-3,1) b)(-3,2) c¢)(1,-3) d) (1, -2) e) N.A.

50. Hallar la ecuacioén de la recta tangente de pendiente -1 a la parabola: y* — 8x = 0.
a) x+y+2=0
b) x-y-3=0
c) x-y-2=0
d 2x+3y+12=0
e) 2x+y+12=0

51. Hallar la ecuacioén de la tangente a la parébola: x* + 4x + 12y — 8 = 0, que es paralela a la
rectalL:3x+9y -11=0.
a) x+3y-2=0
b) x-3y+12=0
c) Xx-5y+7=0
d x+5y-7=0
e) 3Ix+y-9=0

52. Hallar una de las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto P(1, 4) a la parabola: y*
+3x-6y+9=0.
a) 3x-2y+5=0
b) x+2y+9=0
c) 3x+2y-5=0
d x-2y+9=0
e) 2x-3y+5=0

53. El cable de un puente de un puente colgante tiene forma parabdlica y esta sujeto a dos
torres de 15m de altura, situados a 120m una de otra. Si el punto mas bajo del cable esta
a 3m del piso del puente, hallar la longitud de una barra de soporte que esta a 30m a la
derecha del punto mas bajo del cable y en posicion vertical.
a) 3m b) 6m c) 9m d) 12m e) N.A.

54. Un arco parabolico tiene una altura de 20m y en la base 36m de ancho. Si el vértice esta
en la parte superior del arco, ¢a qué altura, sobre la base, tiene un ancho de 18m?.
a) 18m b) 15m c) 12m d) 9m e) N.A.

55. La seccion longitudinal de un reflector es parabdlica de 16m de ancho y 8 m de

profundidad. ¢ A qué distancia del vértice esta el foco?.
a) 6m b) 4.5m c) 4m d) 4m e) 2m
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